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RESUMO

As fibras são conhecidas por melhorarem 
o desempenho do concreto no compor-
tamento pós-fissuração, particularmen-

te em termos de propriedades mecânicas, como 
resistência à tração, capacidade à flexão e 
tenacidade. Os parâmetros de resistência re-
sidual à tração na flexão (fR1, fR2, fR3 e fR4) e 
o limite de proporcionalidade (fL) são a base 
da caracterização e especificação do con-
creto reforçado com fibras. Nesse contexto, 
este trabalho objetiva apresentar uma análi-
se numérica via método dos elementos finitos 
de vigas de concreto reforçado com fibras de 
aço (CRFA) a partir de equações propostas 
na literatura para previsão das resistências 
residuais à tração na flexão. A representação 
do CRFA é feita por meio do modelo de dano 
plástico Concrete Damaged Plasticity (CDP), 
um modelo que é capaz de reproduzir o com-
portamento não linear do compósito. De modo 
geral, os resultados numéricos têm boa corre-
lação com resultados experimentais, validando, 
desta forma, a modelagem do CRFA realizada 
neste trabalho.

Palavras-chave: concreto reforçado com fi-
bras de aço, previsão das resistências residu-

ais à flexão, modelagem numérica, método dos  
elementos finitos.

1.	 INTRODUÇÃO
O concreto apresenta como vantagens 

a durabilidade, facilidade e rapidez de 
execução, e alta resistência a esforços de 
compressão, porém com baixa resistência 
à tração e baixa ductilidade.

Nesse contexto, o concreto reforçado 
com fibras (CRF) tem se mostrado uma boa 
solução. A adição aleatória de fibras curtas 
ao concreto propicia um comportamento 
dúctil devido à maior capacidade de absor-
ção de energia proporcionada pelas fibras.

A tendência de crescimento do uso de 
fibras como material estrutural culminou 
no surgimento de diversas normas inter-
nacionais com recomendações acerca do 
projeto de estruturas de concreto reforça-
do com fibras, como o fib Model Code 2010 
(2013). No Brasil, a primeira norma técnica 
relacionada ao projeto de estruturas de 
concreto reforçado com fibras foi publi-
cada em 2021. Diante disso, é fundamental 
que os pesquisadores e a indústria fomen-
tem estudos acerca deste compósito, de 
forma a dominá-lo e aprimorá-lo.

Este trabalho objetiva apresentar uma 
análise numérica 
via método dos ele-
mentos finitos de 
vigas de concreto 
reforçado com fi-
bras de aço (CRFA) 
a partir de equa-
ções propostas na 
literatura para pre-
visão das resistên-
cias residuais à tra-
ção na flexão. O uso 
de modelos analíti-
cos para a previsão 
desses parâmetros 

facilita o processo de dimensionamento 
das estruturas de CRF, uma vez que a rea-
lização de ensaios experimentais demanda 
custo e tempo de execução.

2.	 PROJETO DE ESTRUTURAS  
	 DE CRF DE ACORDO COM  
	 A NBR 16935 (2021)

Para determinação dos parâmetros de 
dimensionamento de estruturas de CRF, a 
ABNT NBR 16935 (2021) estabelece o en-
saio de flexão de vigas, disposto na ABNT 
NBR 16940 (2021). Determinam-se, então, 
as resistências à tração indiretas (resistên-
cia à tração na flexão) do CRF (fL, fR1, fR2, 
fR3 e fR4). A curva de força versus o CMOD 
(medida da abertura da face inferior do en-
talhe) é apresentada na Figura 1.

Dois modelos constitutivos simplificados 
podem ser usados para representar o com-
portamento pós-fissuração do CRF tracio-
nado: (a) rígido-plástico e (b) linear (Figura 
2). O fFts representa a resistência à tração 
direta de serviço do CRF e fFtu representa a 
resistência à tração direta última do CRF.

O modelo rígido-plástico utiliza como 
valor de referência único, fFtu, o valor base-
ado no comportamento último dado pela 
Equação 1.

[1]

O modelo linear utiliza dois valores de 
referência, obtidos por meio das Equações 
2 e 3.

[2]

[3]

Em que:
fR1 = resistência residual à tração na flexão do 

Análise numérica de vigas de CRFA 
com base na ABNT NBR 16935 (2021)
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FIGURA 1
Diagrama típico de cargas versus CMOD, 
identificando as cargas residuais
Fonte: Adaptado da ABNT NBR 16940 (2021)
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FIGURA 2
Modelos constitutivos de pós-fissuração do  
CRF tracionado
Fonte: ABNT NBR 16935 (2021)

Modelo rígido-plástico BA Modelo linear

CRF correspondente ao CMOD1 = 0,5 mm;
fR3 = resistência residual à tração na flexão do 
CRF correspondente ao CMOD3 = 2,5 mm;
wu = abertura de fissura última para o valor 
de CMOD considerada no projeto, expres-
sa em milímetros (mm).

A equação para obtenção de fFtu com 
wu ≠ CMOD3 é uma reta, definida no inter-
valo das abscissas entre CMOD1 e CMOD3, 
como mostra a Figura 3. No modelo linear, 
os valores-limite de CMOD de fFtu e fFts são, 
respectivamente, 2,5 mm e 1,5 mm.

Conforme visto na Figura 3, a lei 
constitutiva linear pós-fissuração do CRF 
é representada por um diagrama tensão 
versus abertura de fissuras. De acordo 
com o fib Model Code 2010 (2013), ao 
considerar materiais com amolecimen-
to, a definição do modelo constitutivo 
tensão versus deformação é baseada na 
identificação da largura da fissura (w) e 
no comprimento característico estrutural 
do elemento (lcs). Assim, a deformação 
pode ser determinada pela Equação 4:

[4]

A lei constitutiva linear pós-fissuração 
do CRF indicada pela ABNT NBR 16935 
(2021) não contempla os casos em que a 
resistência do concreto à tração direta (fct) 
é maior que a resistência à tração direta de 
serviço (fFts). Para estes casos, o fib Model 
Code 2010 (2013) indica o diagrama ten-
são-deformação apresentado na Figura 4.

3.	 ESTRATÉGIA DE MODELAGEM
	 NUMÉRICA

O modelo numérico foi desenvolvi-
do no pacote de elementos finitos ABA-

FIGURA 3
Lei constitutiva linear  
pós-fissuração do CRF
Fonte: ABNT NBR 16935 (2021)

QUS. Foi utilizado 
o modelo de Dano 
Contínuo disponí-
vel no ABAQUS, o 
Concrete Damaged 
Plasticity (CDP). O 
CDP é um modelo 
baseado na plasti-
cidade e na mecâ-
nica do dano para 
computar a perda 
de rigidez elástica 
do material, a qual 
é caracterizada por 
duas variáveis de 
dano, dt (dano na 

tração) e dc (dano na compressão).
Além dos parâmetros que identificam a 

relação tensão-deformação do CRFA, são 
necessários cinco outros parâmetros para 
a representação dos efeitos do estado mul-
tiaxial de tensões no CDP. O modelo inclui 
o ângulo de dilatação (ψ), a excentricidade 
do potencial de fluxo (e), a razão entre as 
resistências biaxial e uniaxial à compressão 
(σb0/σc0), a invariante de tensões (razão 
entre a distância do eixo hidrostático ao 
meridiano de compressão e de tração no 
plano desviador – Kc) e o parâmetro de vis-
cosidade (μ).

A excentricidade do potencial de fluxo 
e o parâmetro de viscosidade foram ado-
tados com base na literatura. Os outros pa-
râmetros foram obtidos a partir das equa-
ções propostas por Chi et al. (2017). Seus 
valores estão apresentados na Tabela 2.

3.1    Elementos
         finitos
        utilizados

As vigas de 
CRFA foram mo-
deladas com o ele-
mento C3D8R (in-
terpolação linear). 
O elemento sólido 
quadrangular é um 
elemento contínuo 
(C), tridimensio-
nal (3D), com oito 
nós (8) e com in-
tegração reduzida 
(R). O elemento 
apresenta 3 graus 

FIGURA 4
Diagrama tensão-deformação para o concreto 
reforçado com fibras tracionado para os casos em 
que fct > fFts
Fonte: Adaptado do fib Model Code 2010 (2013)

de liberdade por nó (translações em x, y 
e z), sendo capaz de modelar geometria 
complexa e permitir análises não lineares 
envolvendo contato, plasticidade e gran-
des deformações.

As armaduras longitudinais e transver-
sais foram modeladas utilizando elementos 
de treliça, T3D2, com 2 nós, apresentando 
3 graus de liberdade por nó (translações 
em x, y e z). A Figura 5 apresenta os ele-
mentos tipo C3D8R e T3D2.

3.2	 Modelos constitutivos empregados

Para representar o CRFA sob com-
pressão uniaxial, foi utilizado o mode-
lo constitutivo para o concreto simples 
proposto pela ABNT NBR 6118 (2014), 
não considerando possíveis efeitos fa-
voráveis da incorporação das fibras.  
A Figura 6 apresenta o diagrama tensão-
-deformação utilizado.
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FIGURA 5
Elemento tipo (a) C3D8R e (b) T3D2
Fonte: Hibbit, Karlsson e Sorensen (2012)

A B

Para representar o comportamento 
pós-fissuração do CRFA tracionado, foi 
utilizado o modelo constitutivo linear des-
crito pela ABNT NBR 16935 (2021) e já 
apresentado na seção 2. Nos casos em que 
fct > fFts, utilizou-se o modelo proposto pelo 
fib Model Code 2010 (2013).

Como neste trabalho não foram reali-
zadas análises experimentais, as resistên-
cias à tração na flexão do CRFA foram 
adotadas conforme Venkateshwaran, Tan 
e Li (2018). Os autores avaliaram os resul-
tados de ensaios de flexão de três pontos 
em 69 vigas entalhadas reforçadas com fi-
bras de aço. As relações propostas pelos 
autores para determinação de fR1 e fR3 são 
apresentadas nas equações de 5 a 8.

[5]

[6]

[7]

[8]

Em que:
fcm = resistência à compressão uniaxial do 
concreto simples;
f = porcentagem volumétrica de fibra;
lf = comprimento da fibra;
df = diâmetro da fibra;
N = número de ancoragens nas extremida-
des das fibras.

Para descrever o comportamento das 
armaduras longitudinais e transversais, foi 
considerado um aço com modelo elasto-
plástico perfeito com módulo de elastici-

FIGURA 6
Diagrama tensão-deformação idealizado do 
concreto comprimido
Fonte: ABNT NBR 6118 (2014)

dade único, à tração e à compressão. Foi 
admitido para o aço um módulo de elasti-
cidade (ES) igual a 210 GPa, coeficiente de 
Poisson igual a 0,3 e deformação máxima 
igual a 10‰. A resistência característica do 
aço à tração (fyk) é igual a 500 MPa para o 
aço CA-50 e 600 MPa para o aço CA-60.

4.  VALIDAÇÃO NUMÉRICA
Nesta seção são utilizadas as vigas de 

CRFA testadas experimentalmente por 
Conforti et al. (2018) para um estudo com-
parativo e de validação das previsões das 
resistências resi-
duais, do modelo 
Concrete Damaged 
Plasticity e do com-
portamento mecâ-
nico do CRFA, con-

forme modelagem numérica realizada. Os 
dados utilizados na análise numérica estão 
apresentados na Tabela 1.

Além do comparativo com os resul-
tados obtidos experimentalmente por 
Conforti et al. (2018), também foi feita a 
comparação com os resultados da análise 
numérica de Trindade (2018).

4.1	 Descrição das vigas

A Figura 7 ilustra a geometria e as arma-
duras convencionais da viga. A modelagem 

Concreto
Resistência média 

à compressão 
(fcm)

Resistência  
à tração 

(fct)

Módulo de 
Elasticidade  

(Eci)

Coeficiente  
de Poisson  

(ν)
43,6 MPa 1,8 MPa 36976,97 MPa 0,2

Fibra de aço

Forma Comprimento 
(lf)

Diâmetro
(df)

Fator de forma 
(lf/df)

Teor de fibra

Fibra com 
gancho 50 mm 1 mm 50

25 kg/m³ (0,32%) 
e 50 kg/m³ 

(0,64%)
Fonte: Conforti et al. (2018)

Armadura convencional

Módulo de Elasticidade 
(Es)

Resistência ao 
escoamento fy  

(φ = 6 mm)

Resistência ao 
escoamento fy  
(φ = 10 mm)

210 GPa 469,4 MPa 562,3 MPa

TABELA 1
Parâmetros adotados para a simulação numérica
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lizados os valores 
de fR1 e fR3 encon-
trados por Con-
forti et al. (2018), 
enquanto que no 
segundo estudo 
utilizaram-se os  
valores de fR1 e fR3 
previstos. Em re-
lação aos compri-
mentos caracte-
rísticos (lcs), foram 
realizadas duas aná-
lises, uma assumin-
do lcs = lf = 50 mm e 
outra considerando 
lcs = hviga = 150 mm.

Para atingir a precisão desejada dos 
resultados numéricos, realizou-se o estu-
do de convergência de malha de elemen-
tos finitos, avaliando os diagramas for-
ça-deslocamento de diferentes níveis de  

refinamento, considerando tamanhos 
aproximados das malhas iguais a 0,02 m, 
0,03 m, 0,04 m e 0,05 m.

As Figuras 9, 10, 11 e 12 ilustram, res-
pectivamente, os resultados das análises 
referentes ao 1º estudo para lcs = 50 mm e 
Vf = 25 kg/m³, lcs = 50 mm e Vf = 50 kg/m³, 
lcs = 150 mm e Vf = 25 kg/m³, e lcs = 150 mm 
e Vf = 50 kg/m³.

As Figuras 13, 14, 15 e 16 ilustram, respecti-
vamente, os resultados das análises referentes 
ao 2º estudo para lcs = 50 mm e Vf = 25 kg/m³, 
lcs = 50 mm e Vf = 50 kg/m³, lcs = 150 mm e  
Vf = 25 kg/m³, e lcs = 150 mm e Vf = 50 kg/m³.

Os modelos numéricos foram capazes 
de prever com boa precisão o comporta-
mento experimental. Porém, em todas as 
configurações, os resultados numéricos 
apresentam uma rigidez maior que o expe-
rimental no ramo pré-pico, fato provavel-
mente atribuído à definição do módulo de  
elasticidade do CRFA. Observa-se em todas 

da viga e o esquema do ensaio no ABAQUS 
são apresentados na Figura 8.

4.2	 Obtenção dos parâmetros CDP e
	 das resistências residuais à tração

Os parâmetros CDP foram calculados 
conforme discutido no item 3 e seus valo-
res estão apresentados na Tabela 2.

Para a determinação do modelo cons-
titutivo do CRFA tracionado, foi necessária 
a previsão das resistências residuais à tra-
ção na flexão fR1 e fR3, que foram obtidas por 
meio das Equações 5 e 6, respectivamente. 

A Tabela 3 apresenta um compara-
tivo entre os valores previstos e os ob-
tidos experimentalmente por Conforti  
et al. (2018).

Observa-se que a previsão de fR1 foi a 
que mais se aproximou dos resultados ex-
perimentais e que as menores diferenças 
ocorreram para o maior teor de fibra

4.3	 Análise comparativa do modelo
	 numérico x experimental

O estudo comparativo foi dividido em 
duas etapas. No primeiro estudo foram uti-

FIGURA 7
Geometria e detalhe das armaduras da viga
Fonte: Adaptado de Conforti et al. (2018)

FIGURA 8
Modelagem da viga e esquema do ensaio no Abaqus

Parâmetro
Teor de fibra

25 kg/m³ 50 kg/m³
Ângulo de dilatação 32,11° (Chi et al, 2017) 26,98° (Chi et al, 2017)

Excentricidade 0,1 0,1
fb0/fc0 1,23 (Chi et al, 2017) 1,30 (Chi et al, 2017)

k 0,669 (Chi et al, 2017) 0,672 (Chi et al, 2017)
Parâmetro de viscosidade 0,0001 0,0001

TABELA 2
Parâmetros CDP adotados para a simulação numérica

Teor de 
fibra  

(kg/m³)

fR1 (MPa) fR3 (MPa)
Conforti 

et al. 
(2018)

Valor 
previsto

Δ 
(%)

Conforti 
et al. 

(2018)
Valor 

previsto
Δ 

(%)

25 3,22 3,84 19,25 2,90 4,37 50,69
50 5,08 5,05 -0,59 4,53 5,86 29,36

TABELA 3
Valores de fR1 e fR3 previstos e obtidos experimentalmente
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as malhas um comportamento semelhante ao 
modelo numérico de Trindade (2018), princi-
palmente para as malhas mais refinadas.

Ao comparar as curvas força-desloca-
mento para cada um dos comprimentos 
característicos, conclui-se que o aumen-

to de lcs de 50 mm para 150 mm provo-
cou uma redução de força. O aumento do  
comprimento característico reduz a  

FIGURA 9
Convergência de malha: 1º estudo para lcs = 50 mm  
e Vf = 25 kg/m³

FIGURA 10
Convergência de malha: 1º estudo para lcs = 50 mm  
e Vf = 50 kg/m³

FIGURA 11
Convergência de malha: 1º estudo para lcs = 150 mm  
e Vf = 25 kg/m³

FIGURA 12
Convergência de malha: 1º estudo para lcs = 150 mm  
e Vf = 50 kg/m³

FIGURA 13
Convergência de malha: 2º estudo para lcs = 50 mm  
e Vf = 25 kg/m³

FIGURA 14
Convergência de malha: 2º estudo para lcs = 50 mm  
e Vf = 50 kg/m³



66  | Ed. 111 | Jul – Set | 2023  
& Construções

FIGURA 15
Convergência de malha: 2º estudo para lcs = 150 mm 
e Vf = 25 

FIGURA 16
Convergência de malha: 2º estudo para lcs = 150 mm 
e Vf = 50 kg/m³ 

FIGURA 17
Curva força-deslocamento: comparativo entre o  
1º e 2º estudo para lcs = 50 mm

FIGURA 18
Curva força-deslocamento: comparativo entre o  
1º e 2º estudo para lcs = 150 mm

Teor de 
fibra  

(kg/m³)
Estudo 

analisado

Pmáx (kN)
Conforti 

et al.
(2018)

Trindade 
(2018)

Numérico

lcs = 50 mm lcs = 150 mm

25
1º estudo

85,40 87,10
81,87 80,17

2º estudo 84 83,66

50
1º estudo

87,90 95,90
87,72 86,2

2º estudo 88,85 88,11

TABELA 4
Comparativo entre as forças máximas resistidas pela viga

deformação máxima e, assim, reduz a ca-
pacidade resistente no regime fissurado.

Essa redução de força pode ser vista na 
Tabela 4, onde é feito um comparativo en-
tre as forças máximas obtidas por Conforti 
et al. (2018), Trindade (2018) e pelo mode-
lo numérico com malha de 0,05 m, para os 
teores de fibra de 25 kg/m³ e 50 kg/m³,  
lcs = 50 mm e lcs = 150 mm, para o 1º e 2º estudo.

Os resultados mostrados na Tabela 4 
e nas Figuras 17 e 18 também demonstram 
um aumento da força máxima resistida pela 
viga em função do aumento da quantida-
de de fibras adicionadas ao concreto. Des-
taca-se também que com o aumento da 
quantidade de fibras, houve um aumento 
da rigidez no ramo pré-pico. Esse aumento 
ocorre, pois as fibras retardam a propaga-
ção das fissuras, aumentando a resistência, 
a ductilidade e a rigidez do CRFA.

Por fim, nota-se que o 2º estudo apre-
sentou forças maiores que o 1º estudo. Esse 
aumento pode ser justificado pelo fato de 
as resistências residuais previstas terem 
sido maiores que as obtidas experimental-
mente. As Figuras 17 e 18 ilustram as dife-
renças entre as curvas força-deslocamen-
to do 1º e 2º estudo para comprimentos  
característicos iguais a 50 e 150 mm, res-
pectivamente, considerando também os 
teores de fibras de 25 e 50 kg/m³, e malha 
de 0,05 m.

Ao comparar o 1º e o 2º estudo, ob-
serva-se uma diferença maior para teores 
de fibras de 25 kg/m³, pois para este teor 
ocorreram as maiores diferenças entre as 
resistências residuais previstas e as obti-
das experimentalmente.

5.	 CONCLUSÕES
Neste artigo foi apresentada uma aná-

lise numérica via método dos elementos fi-
nitos de vigas de concreto reforçado com 
fibras de aço (CRFA) a partir de equações 
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propostas na literatura para previsão das 
resistências residuais à flexão.

A partir das análises realizadas, pode-
-se afirmar que os modelos numéricos com 
as resistências residuais previstas por meio 
das equações propostas por Venkateshwa-
ran, Tan e Li (2018) foram capazes de repre-
sentar o comportamento do CRFA.

Os modelos numéricos com o uso do 
CDP foram capazes de prever com boa 
precisão o comportamento experimental, 
indicando que o modelo é adequado e 
possui potencial para simular o comporta-
mento mecânico de vigas de CRFA.

Para representação do comportamen-
to pós-fissuração do CRF tracionado, foi 

utilizado o modelo constitutivo linear des-
crito pela ABNT NBR 16935 (2021). No en-
tanto, a norma brasileira não menciona os 
casos em que fct > fFts, que podem ocorrer, 
por exemplo, em concretos com baixos 
teores de fibras. Portanto, nestes casos foi 
utilizado o modelo proposto pelo fib Model 
Code 2010 (2013). 
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